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Abstract : Il existe trois types d’algèbres classiques fortement liées : Les algèbres associa-

tives, les algèbres de Lie et les algèbres de Jordan. En fait, toute algèbre associative (A, .)

munie du produit (de Jordan) x • y := 1
2
(x.y + y.x) est une algèbre de Jordan. D’autre

part, si on muni A du produit (crochet de Lie) [x, y] := x.y − y.x, alors (A, [ , ]) devient

une algèbre de Lie. De plus, d’après les travaux de J. Tits, M. Koecher et I. Kantor, on

peut à partir de toute algèbre de Jordan costruire une algèbre de Lie. C’est la costruction

KKT. Il est bien connu que l’algèbre enveloppante universelle d’une algèbre de Lie a la

strucure d’une algèbre associative.

Récemment, Plusieurs généralisations de ces algèbres classiques ont apparues.

En 1993, J. L. Loday a introduit la notion d’algèbre de Leibniz ([53]). C’est une géné-

ralisation non anti-commutative des algèbres de Lie. Loday a aussi introduit la notion

de di-algèbre comme généralisation des algèbres associatives avec deux opérateurs ([52]).

Ensuite, il a traduit la relation entre les algèbres de Lie et les algèbres associatives en une

relation analogue entre les algèbres de Leibniz et les di-algèbres ([52]). La construction

KKT a été aussi généralisée au cas des algèbres de Leibniz, mais en partant d’une algèbre

quasi-Jordan (généralisation des algèbres de Jordan) ([60]).

Une généralisation impressionante résultant des problèmes de la physique théorique est

celle des algèbres n-aires. Une algèbre n-aire est un espace vectoriel muni d’un produit

n-linéaire (n ∈ N). Il est clair que pour n = 2, une algèbre binaire est une algèbre au sens

usuel. Pour n = 3, une 3−algèbre est dite parfois un système triple.

Dans cette thèse, on s’interesse aux n-algèbres de Lie, de Jordan et de Leibniz avec n = 2

et n = 3. En particulier, on étudie la structure de ces algèbres lorsque elles sont munie

d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et associative. On rappelle que si (A, .)
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est une algèbre non- associative quelconque et B est une forme bilinéaire sur A, alors on

dit que B est associative si B(x.y, z) = B(y, x.z),∀x, y, z ∈ A.

Du point de vue géométrique, l’existance d’une telle forme bilinéaire sur une algèbre de

Lie g (dite quadratique) donne naissance à une structure Reimannienne bi-invariante sur

tout groupe de Lie connexe qui a g pour algèbre de Lie. Réciproquement, si G est un

groupe de Lie muni d’une structure pseudo-Reimannienne bi-invariante, alors son algèbre

de Lie est quadratique.

Plusieurs travaux de recherches ont été consacré à l’étude de quelques types d’algèbres

ayant cette structure ([5], [3], [7]). Dans tout ces travaux utilise la notion de la double

extension introduite par A. Medina et Ph. Revoy dans [55], pour donner une description

inductive de ces structures. N’oublions pas de mentionner le processus de le T ∗-extension

introduite par M. Bordmann dans le cas général des algèbres non-associatives ([16]).

Tout ces faits forment la motivation des sujets traités dans cette thèse. Qui sont : Les

algèbres de Leibniz, les systèmes triples de Lie et les systèmes triples de Jordan munis

d’une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et associative (ou invariante). On note

que les espaces vectoriel considérés sont de dimensions finis sur des corps de caracteris-

tique zéro.

Dans le pemier chapitre, on résume des résultats généraux sur la structure de ces algèbres

ainsi que les connexions qui les relient. Après ce chapitre, le mémoire se décompose en

deux parties.

Première partie

Les algèbres de Leibniz

La notion d’algèbre de Leibniz a été introduite par J. L Loday. C’est une généralisation

non-anti commutative des algèbres de Lie qui joue une rôle important dans la cohomologie

de Hochild [53] . Il résulte alors deux types d’algèbres de Leibniz : Les algèbres de Leibniz

gauches et les algèbres de Leibniz droite. Une algèbre de Leibniz gauche (resp. droite) est

un espace vectoriel L muni d’un produit [ , ] : L × L −→ L tel que pour tout x, y ∈ L,

[x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]] (resp. [x, [y, z]] = [[x, y], z] − [[x, z], y]). Si L est à la fois

une algèbres de Leibniz gauche et droite, alors on dit que L est une algèbre de Leibniz
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symétrique ([36]). Ces dernières algèbres apparaissent dans l’étude des connections bi-

invariante des groupes de Lie ([12]). Dans les dernières années, la théorie des algèbres

de Leibniz a été extensivement étudiée. Plusieurs résultat des algèbres de Lie ont été gé-

néralisées au cas des algèbres de Leibniz ( [22], [29], [30], [34], [36], [37], [39]). On note

que toute algèbre de Lie est une algèbre de Leibniz. Inversement, soit L une algèbre de

Leibniz gauche ( ou droite). Alors, on appelle le noyau de Leibniz de L l’idéal IL engendré

, en tant que sous-espace vectoriel, par l’ensemble {[x, x], x ∈ L}. D’où, l’algèbre quotion

L/IL est une algèbre de Lie. En particulier, si IL = {0} alors L est une algèbre de Lie.

Puisque l’existance d’une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et associative sur une

algèbre non associative (A, .) est un outil important dans l’étude de la structure de A( par

exemple, la forme de Killing sur une algèbre de Lie semi-simple, la forme d’Albert sur une

algèbre de Jordan semi simple). Alors, on a consacré le chapitre 2 de cette thèse à l’étude

des algèbres de Leibniz munie d’une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et asso-

ciative dites les algèbres de Leibniz quadratiques. On donne, dans la section 2, quelques

propriétées de ces algèbres ; On montre que toutes les algèbres de Leibniz (gauches ou

droites) quadratiques sont symétriques. Puis, on construit plusieurs exemples intérres-

sant d’algèbres de Leibniz symétriques qui ne sont pas des algèbres de Lie. Les algèbres

de Leibniz symétriques construites peuvent donner naissance à des algèbres de Leibniz

quadratiques plus grandes en leurs appliquant le procédé de la T ∗-extension. Pour celà,

on rappelle dans la section 3, la T ∗-extension des algèbres de Leibniz symétriques. Il

en résulte plusieurs exemples d’algèbres de Leibniz quadratiques. Le procédé de la T ∗-

extension a permis à M. Bordmann de décrire les algèbres non associatives nilpotentes

quadratiques et les algèbres de Lie résolubles quadratiques. Dans cette même section, on

démontre que les algèbres de Leibniz résolubles quadratiques sont décrites par les algèbres

de Lie résolubles au moyen du procédé de la T ∗-extension dans la catégorie des algèbres

de Leibniz symétriques. Plus précisément :

Si (L, B) une algèbre de Leibniz quadratique résoluble de de dimension n. Alors, L admet

un idéal isotrope maximal H de dimension [n
2
] qui contient l’idéal de Leibniz IL de L. Si n

est pair, alors L est isomorphe à une T ∗-extension de l’algèbre de Lie L/H. Si n est impair,

alors L est isomorphe à un idéal nondégénéré de codimension un dans une T ∗-extension

de l’algèbre de Lie L/H.
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Dans le but de donner une description complète de toute les algèbres de Leibniz qua-

dratiques, on utilise le processus de La double extension. Dans la dernière section de ce

chapitre, on introduit la double extension des algèbres de Leibniz quadratiques. Ce qui

nous permet de donner une description inductive des algèbres de Leibniz quadratiques :

Si Σ l’ensemble formé par {0}, l’algèbre de Lie de dimension un et par toutes les algèbres

de Lie simples. Alors, toute algèbre de Leibniz quadratique est obtenue à partir d’un

nombre fini d’éléments σ1, . . . , σp de Σ par un nombre fini de sommes directes orthogo-

nales et/ou de doubles extensions dans la catégorie des algèbres de Leibniz par l’algèbre

de Lie de dimension un et/ou des doubles extensions dans la catégorie des algèbres de Lie

par une algèbre de Lie simple et/ou de doubles extensions dans la catégorie des algèbres

de Lie par l’algèbre de Lie de dimension un.

Dans [43], les auteurs ont considérer un autre type d’asociativité pour une forme bili-

néaire sur une algèbre de Leibniz gauche qui coïncide avec notre définition dans le cas

des algèbres de de Lie. Mais, ils ont utilisé le processus de la T ∗-extension, qui n’est pas

adaptée à ce type d’invariance. Ce qui leur a permis de traiter un cas particulier d’algèbre

de Leibniz. Dans le chapitre 2, on utilise une nouvelle approche afin d’améliorer le résultat

donné dans [43].

Pour une forme bilinéaire B sur une algèbre de Leibniz (L, [ , ]) (gauche ou droite), à part

la notion d’associativité, on a l’invariance à gauche et l’invariance à droite. On dit que

B est invariante à gauche (resp. à droite ) si, B([x, y], z]) = −B(y, [x, z]),∀x, y, z ∈ L

(resp. B([x, y], z) = −B(x, [z, y]),∀x, y, z ∈ L). Il nous reste alors quatre cas à traiter :

Les algèbres de Leibniz gauches munie d’une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée

et invariante à gauche (resp. à droite) et Les algèbres de Leibniz droite munie d’une

forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et invariante à gauche (resp. à droite). Vue

qu’il y a une correspondance entre les algèbres de Leibniz gauche et droite ([53]), alors

on n’a qu’à étudier Les algèbres de Leibniz gauches munie d’une forme bilinéaire sy-

métrique, non-dégénérée et invariante à gauche (resp. à droite). Soit (L, [ , ]) une al-

gèbre de Leibniz gauche et B une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et inva-

riante à gauche sur L. Soit ? : L × L −→ L une application bilinéaire satisfaisant

B([x, y], z) = B(x, y ? z),∀x, y, z ∈ L. En s’inspirant de la T ∗-extension, on donne une

méthode de construction d’algèbres de Leibniz gauches munie d’une forme bilinéaire symé-
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trique, non-dégénérée et invariante à gauche. Dans [43] , les auteurs ont donné un résultat

similaire avec ? = 0. On montre que si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique,

alors (L, ?) est une algèbre de Lie dite l’algèbre de Lie associée à L. De plus, on prouve que

? := 1
2
([x, y] + [y, x]) + Θ(x, y),∀x, y ∈ L, où Θ est un 2-cocycle de (L, ?) dans le module

trivial Annd(L) (i. e. Θ ∈ Z2((L, ?), Annd(L)). En utilisant les constructions définies dans

le deuxième chapitre, on donne quelques résultats sur la structrue des algèbres de Leib-

niz symétriques munie d’une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et invariante à

gauche ainsi que l’algèbre de Lie y associée. Finalement, on prouve des résultats analogues

dans le cas des les algèbres de Leibniz gauches munie d’une forme bilinéaire symétrique,

non-dégénérée et invariante à droite.

Deuxième partie

Les systèmes triples de Lie

Les systèmes triples de Lie ont été vus pour la première fois dans les travaux d’Elie

Cartant lors de son étude de la géométrie Riemannienne ([20]). Un système triple de

Lie peut être définit comme l’espace propre relativement à la valeur propre −1 d’une

involution d’une algèbre de Lie. Dans [54], il est démontré que la catégorie des systèmes

triples de Lie est équivalente à la catégorie des espaces symétriques connexes et simplement

connexes. Pour plus d’informations sur ce sujet, on se réfère à [18], [45], [58] . En plus

que la géométrie différentielle ([47], [48])et l’investigation de la géométrie des groupes

de Lie simples exeptionelles [35], les systèmes triples ont des importantes applications

en physique. En particulier, N. Kamya et S. Okubo ont établit une connexion entre les

systèmes triples de Lie et les équations de Yang-Baxter [44].

Du point de vue algèbrique, un système triple de Lie est un espace vectoriel L muni d’un

produit triple [ , , ] : L ×L ×L −→ L vérifiant :

[x, x, z] = 0,

[x, y, z] + [y, z, x] + [z, x, y] = 0,

[u, v, [x, y, z]] = [[u, v, x], y, z] + [x, [u, v, y], z] + [x, y, [u, v, z]], ∀x, y, z, u, v ∈ L .

Plusieurs travaux de recherches fournissent une étude algèbrique des systèmes triples de

Lie ([42], [17], [40], [51], [62] . . . ). Le chapitre 5 de cette thèse est dédier à l’étude des sys-

tèmes triples de Lie quadratiques. Un système triple de Lie quadratique est la donnée d’un
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système triple de Lie L avec une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et associa-

tive B. i. e. B([x, y, z], u) = −B(z, [x, y, u]),∀x, y, z, u ∈ L . On sait que si (g, [ , ]) est

une algèbre de Lie, alors en considérant le produit triple [x, y, z] := [[x, y], z],∀x, y, z ∈ g,

(g, [ , , ]) devient un système triple de Lie. Inversement, à partir d’un système triple de

Lie L, on peut construire une algèbre de Lie involutive dont L est l’espace propre relati-

vement à la valeur propre −1 de cette involution ([57]). Dans [63] , il est démontré que si

on part d’un système triple de Lie quadratique, alors l’algèbre de Lie involutive construite

par cette construction est quadratique. Les systèmes triples de Lie quadratiques nilpotents

ont été décrit au moyen de la T ∗−extension introduite dans [50]. Dans cette thèse, on in-

troduit la notion de la double extension des systèmes triples de Lie. C’est une extension

centrale suivie d’un produit semi-direct définit à l’aide d’une nouvelle représentation des

systèmes triples de Lie qu’on appelle la représentation généralisée des systèmes triples de

Lie. Dans [32], il est introduit la double extension dans le cas des 3-algèbres de Lie. Une

3-algèbre V est dite 3-algèbre de Lie si

[xσ(1), xσ(2), xσ(3)] = (−1)|σ|[x1, x2, x3],

[x1, x2, [x3, x4, x5]] = [[x1, x2, x3], x4, x5] + [x3, [x1, x2, x4], x5] + [x3, x4, [x1, x2, x5]],

∀xi ∈ V , i ∈ {1, . . . , 5}, σ ∈ S3.

IL est clair que l’intersection des systèmes triples de Lie et des 3-algèbres de Lie

est l’espace vectoriel à produit nul. La description inductive des systèmes triples de Lie

quadratiques est donnée par le theorème suivant :

Soit E l’ensemble formé par {0}, le système triple de Lie de dimension un et tout les

systèmes triples de Lie simples.

Theorem 0.0.1. Soit (L , B) un système triple de Lie quadratique. Si L 6∈ E , alors L

est obtenu à partir d’un nombre finis d’éléments L1, . . . ,Ln de E , par un nombre finis

de sommes directes orthogonale de systèmes triples de Lie quadratiques et/ou de doubles

extensions par un système triple de Lie simple et/ou de doubles extensions par le système

triple de Lie de dimension un.

Les systèmes triples de Jordan

La théorie des algèbres de Lie joue un rôle important dans le developpement de la

theorie des algèbres et des systèmes triple de Jordan, dès que la construction KKT a
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apparus. En effet, l’étude de la structure des systèmes triples de Jordan passe souvent

par les structures de Lie y associées. On rappelle qu’un système triple de Jordan est une

3−algèbre (J , { , , }) vérifiant

{x, y, z} = {z, y, x}

{x, y, {u, v, w}} − {u, v, {x, y, w}} = {{x, y, u}, v, w} − {u, {y, x, v}, w},

∀u, v, w, x, y ∈J .

Plusieurs travaux ont été consacrés à l’étude des systèmes triples de Jordan en l’occurence

[57], [56], [42],. . ..

Dans [57], on trouve les notions de bases des systèmes triples de Lie et de Jordan. En

particulier, on note le theorème de Meyberg qui montre que tout système triple de Jordan

peut être muni de la structure d’un système triple de Lie sur le même espace vectoriel

sous-jacent. De ce fait, K. Meyberg a représenté la construction KKT dans le cas des

systèmes triples de Jordan. Il résulte alors, qu’à partir d’un système triple de Jordan J ,

on peut construire une algèbre de Lie dite la TKK algèbre de Lie de J . Dans [27], il

est établit une connexion entre un type particulier de systèmes triples de Jordan et les

algèbres de Lie graduées. Ce qui a permis d’établir une correspondance entre une classe

de systèmes triples de Jordan (les JH-triples) et les espaces symériques Riemanniens. Voir

[28] ,pour plus d’informations sur la géométrie des systèmes triples de Jordan.

Dans le dernier chapitre, on étudit les systèmes triples de Jordan pseudo-Euclidien. Un

système triple de Jordan (J , { , , }) est dit pseudo-Euclidien s’il admet une forme bili-

néaire B symétrique , non-dégénérée et associative (i. e. B({x, y, z}, u) = B(z, {y, x, u}) =

B(x, {u, z, y}), ∀x, y, z, u ∈J ). Le premier exemple de ces systèmes triples est celui des

systèmes triples de Jordan semi-simples (munis de la forme trace [57]). On montre que

si J est un système triple de Jordan pseudo-Euclidien, alors sa TKK algèbre de Lie est

quadratique. Dans le but de mieu comprendre la structure des systèmes triples de Jordan

pseudo-Euclidiens, on définit la T ∗-extension des systèmes triples de Jordan. Ensuite, on

montre le résultat suivant

Theorem 0.0.2. Soit (J, B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien de dimension

n. Alors, (J, B) est isomorphe à une T ∗-extension (T ∗w(J1), B1) si et seulement si n est

pair et J contient un idéal isotrope I de dimension n
2
. Si n est impair et I est un
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idéal isotrope de J de dimension [n
2
]. Alors, J est isomorphe à un idéal non dégénérée de

codimension 1 dans une T ∗-extension du système triple de Jordan J/I .

A la fin de ce chapitre, on donne deux nouvelles caractérisatins des systèmes triples de

Jordan semi-simples parmis les systèmes triples de Jordan pseudo-Euclidiens. La première

caractérisation utilise l’opérateur de Casimir. Soient (J , B) un système triple de Jordan

pseudo-euclidien, A = {a1, . . . , an} et B = {b1, . . . , bn} deux bases orthogonales de J

( i.e B(ai, bj) = δji ,∀i, j ∈ {1, . . . , n} où δji est le symbole de chronicker ). On définit

l’opérateur de Casimir de J Λ comme suit

Λ =
1

2

n∑
i=1

(
L(ai, bi) + L(bi, ai)

)
.

On montre que J est semi-simple si et seulement si ΛA est inversible.

Afin de donner une deuxième caractérisation des systèmes triples de Jordan semi-simples,

on définit la notion de l’indice d’un système triple de Jordan pseudo-Euclidien J qu’on

note ind(J ) comme étant la dimension de l’espace vectoriel engendré par les produit

scalairs invariants sur J . On prouve que J est simple si et seulement si ind(J ) = 1.
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